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Abstract
d
b 1 SR . d
L opérateur L, = — Z T, ou les T; sont les opérateurs de Dunkl sur R” corre-
2
i=1
spondant a un systeme de racines et a une fonction de multiplicité k, est le générateur
infinitésimal d’un processus de Markov sur R? dont nous décrirons un certain nom-
bre de ses propriétés probabilistes: semi-groupe, propriété de martingale, propriété
de "scaling", propriété d’inversion du temps, partie W-radiale (ou W désigne le
groupe de Weyl associé au systeme de racines) et ses liens avec le mouvement
brownien dans une chambre de Weyl, et enfin décomposition en «skew-product».
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1. Introduction

La théorie de Dunkl initiée par Charles F. Dunkl a la fin des années 80, trouve son
origine dans 1’étude des polyndmes orthogonaux (a d-variables) relatifs a une fonction
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poids invariante par un sous groupe fini W du groupe orthogonal O(d) de I’espace
euclidien R?. Le cas oit W est un groupe de Coxeter-Weyl associé a un systeme de
racines R de RY est particulierement intéressant pour diverses raisons qui trouvent leur
justification dans les multiples applications qui en découlent en Physique théorique ([5]),
Théorie des algebres de Lie semi-simples, Théorie des opérateurs, Analyse de Fourier
et récemment en Probabilités. L’ outil fondamental introduit par Dunkl, consiste en une
famille 7; (1 < i < d ) d’opérateurs différentiels et aux différences qui généralisent
les dérivées partielles usuelles Py et dont la propriété fondamentale est d’engendrer
1

une algebre commutative d’opérateurs sur C 2(RY) (’espace des fonctions de classe C 2
définies sur Rd). On peut en trouver la justification dans le livre de Dunkl et Xu ([8]):

Les opérateurs différentiels W-invariants ne commutent pas avec 1’action de W sur les
polyndmes (a moins de ne considérer que des polyndmes W-invariants). Ainsi pour
pouvoir travailler avec des polyndmes arbitraires, on doit considérer une nouvelle classe
d’opérateurs. L’idée la plus simple est de considérer les opérateurs aux différences

p(x) — p(og(x))
p— )

<a,x >

pour les o du systeme de racines, ol o, est la symétrie orthogonale (aussi appelée
réflexion) par rapport a I’hyperplan H, orthogonal a @ et < ., . > est le produit scalaire
usuel de R?. Ces opérateurs conservent les polyndomes. En les «mélangeant» alors de

maniere appropri€e aux dérivées partielles Py suivant la formule (2.1) donnée ci-dessous
~

l
dans le paragraphe 1, on obtient la nouvelle classe d’opérateurs en question.
d

En 1998 M. Rosler ([19] a montré que I’opérateur Ly = %Z Ti2 dont la forme
généralise celle du laplacien usuel dans la théorie de Dunkl, est le gélnélrateur infinitésimal
d’un semigroupe de Markov sur R? . Les premieres propriété€s du processus associ€ a ce
semigroupe ont ensuite été établies par Rosler et Voit ([21]). Le but de notre exposé est
de faire le point sur les divers aspects probabilistes de ce processus (que nous appelons
le processus de Dunkl) qui ont été étudiés depuis par différents auteurs.

2. Généralités sur la théorie de Dunkl

On suppose donné un systeme R de racines dans RY, ¢’est a dire un ensemble fini R C RY
tel que
Ya € R, RN Ra = {—a, +a},

et
Yo € R,0,(R) = R,

<a,x >

og(X)=x—-2———a (x € Rd),
||
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est la symétrie orthogonale relative a I’hyperplan H, orthogonal au vecteur «. Dans
toute la suite de I’exposé nous supposerons par convention que les racines @ € R sont
telles que l|?> = 2. Ainsi la symétrie o, prend la forme simple

0u(X) =x— <a,x>a (xeR%. (2.1)
On fixe alors un sous systeme positif R représentant la moiti€ des racines et défini par
Riy={aeR;<a B >ecR;},

ou A est un vecteur qui n’appartient pas aux hyperplans H,. On suppose €galement
donnée une fonction positive k : R — R, invariante par le groupe de Coxeter-Weyl
W engendré par les symétries o,, @ € R et appelée fonction de multiplicité associée
au systeme de racines (la terminologie provient de la théorie des espaces homogenes
des groupes de Lie compacts). On notera que cette fonction est forcément constante
si le groupe W agit de maniere irréductible sur R. Plus généralement la fonction k
est constante sur chaque W-orbite de points de R. Pour les propriétés générales des
systemes de racines et des groupes de Coxeter-Weyl, le lecteur peut consulter le livre de
J.E. Humphreys ([15]) ou le résumé des faits essentiels qui est donné dans le chapitre 4
du livre de Dunkl et Xu ([8]). Les opérateurs de Dunkl associés au systéme de racines R
et a la fonction de multiplicité k sont alors les opérateurs différentiels et aux différences
T;, 1 <i <d, définis par

Tou(x) = Bg(x) + ) k(o) 2T U0 2 pay 2.2)
X; <a,x >

’

a€R+

Les 7T;, 1 < i < d, engendrent une algebre commutative d’opérateurs sur C? (Rd )
(voir [6]).

L’ opérateur d’entrelacement Vj est1’un des ingrédients essentiels de la théorie. C’est
I’unique isomorphisme de ’espace P = C[R?] des polyndmes sur lui méme qui pour
tout n € N conserve I’espace P,, des polyndomes homogenes de degré n et qui est tel que

ol
Vi=1,...,d, TiVi=Vi— (2.3)
3)6,‘

K. Trimeche a montré que Vj se prolonge en un isomorphisme de C % (R4) sur lui méme
([22]). La principale difficulté est que, sauf pour quelques exemples de systemes de
racines, on ne connait pas d’expression explicite de Vj. On sait seulement que c’est un
opérateur positif et que pour tout x € R4, il existe une mesure de probabilité p, sur R4
telle que

Ve Co®Y), Vif(r) = /R PO,

ol C.(RY) est I’espace des fonctions continues a support compact (voir [20]).
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Un autre ingrédient fondamental est le noyau de Dunkl Dj. C’est le transformé
par Vi du noyau exponentiel classique. Il est strictement positif sur RY x R? et il est
donné par

Di(x, y) = V(€= (x). (2.4)

Il admet un prolongement analytique a c? x ¢4 qui s’écrit

my(x)
Di(x,y) = Y ——", 2.5)
v!
veNd
ou v = (v,...,vy) est un multi-indice, v! = vi!...,vy!, y¥' = yi” ...y;d et ol

my(x) = Vi(t")(x) est la v-iéme fonction moment de la théorie de Dunkl.
Enfin I’instrument analytique essentiel de la théorie est la transformation de Fourier-
Dunkl Fj définie pour des fonctions f : RY — C convenables par

1
Fif® = — fR FO D=k, D (), 2.6)

op(x) = Myer, | < a,x > %@ (x e RY), 2.7)

est la «fonction poids» de Dunkl qui est une fonction homogene de degré

2y =2 ) k(@) (2.8)
aeR,
et
o = / e P2 (x)dx (2.9)
Rd

est une constante liée a k et au systeme de racines R et appelée parfois constante de
Mehta. Pour les propriétés de la transformation de Fourier-Dunkl, on pourra consulter
le survey de M. Rosler ([20] et les références qui s’y trouvent car nous n’en aurons pas
besoin dans la suite de cet exposé.

3. Le semigroupe de Dunkl

d
On définit le laplacien de Dunkl comme étant 1’opérateur Ly = Z Tiz, ou les 7; sont
i=1
les opérateurs de Dunkl. Son expression explicite est donnée par

Liu(x) = Au(x) + 2 Z k(o)

(XGR+

|:< Vu(x),a > n u(ogx) — u(x)

<o, x> <a,x >2

] (u € C*(RY)),

(3.1)
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d
ou A = Z 3;'2 est le laplacien usuel. Pour éviter le cas ou Ly = A, nous supposerons
i=1
dans toute la suite que la fonction k n’est pas identiquement nulle. On déduit immédi-
atement de (2.3) que I’opérateur Ly vérifie la relation d’entrelacement

L.V, = ViA. (3.2)

Par exemple si d=1, on a W = Z, = {Id, —1d} et k un nombre strictement positif.
L’ opérateur d’entrelacement est donné par

1 Ck+1/2
Viu(x) = ag f_1 u(xt)(1 — 11 + kar (ak = r(a/z;)rék)) (3.3)
et le laplacien de Dunkl est de la forme
1 |:1 / u(x)_u(_x)]
Liu(x)=u"(x)+2k|—u'(x) — — |- (3.4)
X 2x

Soit Co(R%) I’espace des fonctions continues sur RY qui tendent vers 0 quand n — oo.
Dans [19] et [21], on trouve le résultat suivant:

Theorem 3.1: Il existe un semigroupe (P, );>o d’opérateurs de Markov-Feller sur Cy (Rd)
de générateur infinitésimal ELk' Ce semigroupe a des densités de transition (par rapport

a la mesure de Lebesgue) données pourt > Oetx, y € RY par

1 x? + 1yl x oy
(k) _ —
pl‘ (x’ )7) - th)/+d/2 exp( 2t Dk \/;9 \/; wk(}’), (35)

ou Dy et wy sont respectivement le noyau et la fonction poids de Dunkl (voir (2.5) et
(2.7))et y est la constante donnée en (2.8).

Considérons alors X = (X;);>0 un processus de Markov-Feller sur R? de semi-
groupe (P;);>0 que nous appelerons processus de Dunkl. On peut déja remarquer que
X = (X:)>0 n’est pas une diffusion car son générateur comporte une partie aux dif-
férences. En conséquence, ce processus n’est pas a trajectoires continues contrairement
au mouvement brownien de R? dont le générateur est le laplacien A. Toutefois comme
X est un processus de Feller, ses trajectoires sont cadlag (i.e. continues a droite et avec
des limites a gauche).

Propriétés immédiates du processus de Dunkl

Voyons dé€ja quelques proprié€tés qui résultent de la forme du générateur de X (voir [11]
et [12]):

1) X = (X;)r>0 est une martingale locale car I’opérateur L; «tue» les fonctions
affines (i.e. Lyu = 0siu(x) = (B, x)).



240 Léonard Gallardo

2) Le module euclidien |X| = (] X;|);>0 du processus de Dunkl X, est un processus
de Bessel sur R de dimension N = 2y +d (oud’indice = y +(d/2) —1)ouy
est définie en (2.8). C’est a dire que | X | a pour générateur infinitésimal I’opérateur
différentiel

20 + 1

X

1
G f(x) = 3 (f"(X) + f/(X)) (3.6)

On déduit immédiatement de ce résultat et du 1) que le processus de Dunkl X est
une martingale.

3) Si u(x) = |x|%, un calcul trivial montre que Lyu(x) = N (= 2y + d). Ceci
implique aussitdt que le processus {|X = Nty 1 > O} est une martingale.

4) L’expression des probabilités de transition (3.5) montrent facilement que le pro-
cessus de Dunkl X possede la propriété de changement d’échelle (dite propriété de
«scaling») du mouvement brownien, c’est a dire que pour tout ¢ > 0, les processus
{(Xer,t > 0); P et {(VeX,, t > 0); ]P)x/ﬁ} sont identiques en loi'.

Processus de Dunkl irréductibles

La structure du processus de Dunkl dépend de la géometrie du systeme de racines R et
donc du groupe de Coxeter-Weyl W de la maniere que nous décrivons maintenant en
présentant I’un des résultats obtenus par L. Godefroy ([14], voir aussi [10]):

11 existe une décomposition de RY en somme directe orthogonale

J L1l 1
Rf=Vo@®Vid---0V, (3.7)

ou Vo = Nyeg Hy est I'intersection (éventuellement réduite a {0}) des hyperplans H,, et
les V;, (1 < j < d) sont des sous espaces de R? W-irréductibles. De plus

1) Ri =RNYV;, (1 <j=<d)estunsysteme de racines dans V; et V; = V[R;] est
I’espace vectoriel engendré par R;.

2) Si W; désigne le groupe de Coxeter-Weyl de V; associ€ au systeme de racines R},
l

alors W = l_[ W; est le produit direct des groupes W.
j=1

3) Le noyau de Dunkl Dy (voir (2.4) et (2.5)) s’écrit sous la forme d’un produit

tensoriel Dy = ®§=0D,£i) des noyaux de Dunkl correspondants aux sous espaces

V;. Plus précisément, on a

l

Di(x,y) =[] D (x @, y), (3.8)
i=0

P, désigne la probabilité sur I’espace €2 des trajectoires, pour le processus X partant du point x € RY.
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ou pour x € RY, x® désigne la projection orthogonale de x sur le sous espace
Vii=0,...,1)etou D,EO) (x©@ yOy = e > oot e noyau exponentiel
classique sur Vj (si Vp n’est pas réduit a {0} et D,EO) (0,0) = 1 sinon) et pour
i=1,...,1, Dlgi)(x (i), y(i)) est le noyau de Dunkl de I’espace vectoriel V; associé
au systeme de racines R; et a larestriction k| g, de la fonction de multiplicité k a R;.
Le semigroupe de Dunkl (P;);>0 est alors le produit tensoriel P; = ®§:0 P,(i) ou
(P,(i)),zo est le semigroupe de Dunkl correspondant a (V;, R;, k|g;). Autrement

dit, de maniere probabiliste, ceci signifie que la projection orthogonale X ,(i) du
processus de Dunkl X; sur V;, est un processus de Dunkl sur V;, on a

l
X, = ZXZ(I)’
i=0

et les processus (X ,(i)),zo (i =0,...,10) (appelés composantes irréductibles du
processus de Dunkl X)) sont indépendantsz.

4. La partie W-radiale du processus de Dunkl

Fixons une chambre de Weyl C du systéme de racines R (i.e. C:= une composante

1
d . ee oW
connexe de R” \ UaeRHa). L’ opérateur différentiel 5 L, ou

W _ < Vulx),a >
%u@)_AMm+2£;km%izz;;—, (4.1)

(avecu € C(2) (0), I’espace des fonctions continues sur C, de classe C? dans C et nulles
sur les murs de C et < Vu(x),ax >= 0 pour x € Hy,ax € R;), est le gé€nérateur
infinitésimal d’un processus de diffusion X W= (XtW )i>0 dans C (voir [21]) qu’on
appelle partie W-radiale du processus de Dunkl X. En effet I’espace RY /W des W-
orbites dans R? s’identifie 2 C et on a

XV =n(X;)

si R — R? / W désigne la projection canonique. Par exemple en dimension un,
C = Ry et m(X;) = | X;| est un processus de Bessel ([11]).

On déduit immédiatement de (3.5) que les densités de probabilité du processus X"
sont de la forme (voir [12])

1 x]2 + y)? Xy
w - - AT wi_ >
pl‘ (x’ y) - th)’+d/2 eXp ( 2t Dk \/;’ \/; a)k(y)’ (42)

20n notera que (X I(O))tzo est un mouvement brownien classique si Vg # {0}.
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DY (u.v) =" Di(u, wv). (4.3)

weW

Example 4.1: Il est intéressant de noter que le mouvement brownien dans une chambre
de Weyl étudi€ par Biane, Bougerol and O’Connell dans [1], est la partie W-radiale d’un

) L 1
processus de Dunkl. En effet, son générateur infinitésimal est de la forme EL,EV avec

la fonction de multiplicité k(o) = 1. On peut le voir (suivant [12]) en considérant la
fonction
hix) = 1_[ <o, X >,

(¥€R+

qui est A-harmonic (voir par exemple [8], Theorem 4.2.6) et strictement positive dans
la chambre de Weyl C (si elle est bien choisie). Alors la formule (4.1) avec k = 1, peut
s’écrire 5
LY u(x) = Au(x) + —— < Vu(x), Vh(x) > .
h(x)
Ceci montre immédiatement (d’apres [18], p.357) que le processus correspondant X "
est le transformé de Doob? associé 2 la fonction harmonique 4, du mouvement brownien

dans C, tué quand il atteint les murs de C i.e. le mouvement brownien dans la chambre
de Weyl C de [1].

5. Les sauts du processus de Dunkl et la décomposition chaotique

Les résultats de cette partie sont extraits de [13]. Commengons par rappeler que le noyau
de Lévy N (x, dy) d’un semigroupe d’opérateurs markoviens (FP;);>¢ est déterminé pour
tout x € RY par la formule

1i P f (x)
1m
t—0 t

_ / NGx, dy) f (),
Rd

ou f'est une fonction dans le domaine du générateur infinitésimal qui s’annule dans un
voisinage du point x ([16]). Pour le processus de Dunkl X et avec les notations introduites
précédemment, le noyau de Lévy a la forme suivante

So d .
3 k(o) 70 (@Y) yg it x¢ |J Ha
<o, x>
O(€R+ O{€R+
_ Sou ) (dy) .
N(x,dy) = | k(o) 222 ) (5.1)
Z (a)<a,x>2 if xeﬂHa
O(€R+ aesS
a¢S
0 if x =0,

3appelé h-transform en anglais
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ou S désigne un sous ensemble quelconque du systeme R, et §,(dy) est la mesure de
Dirac au point z € R4
Considérons maintenant la fonction f : R x RY — R définie par:

f(xa y) = l(suppN(x,dz))C (y), (5.2)

i.e. prenant la valeur 1 si y n’est pas dans I’ensemble {o,(x), @ € R} et la valeur 0
sinon. On a le résultat suivant qui montre en particulier comment le noyau de Lévy
gouverne les sauts du processus X.

Proposition 5.1: Pour tout 7 > O ettout x € ]Rd, on a

Y fXe X1k 2x, =0, Py ps. (5.3)

s<t

Ce résultat signifie que quand le processus saute a un instant s (i.e. quand Xy # X;-),
il existe un o € Ry tel que X; = 0,(X,-). Autrement dit le processus saute du point
X, au point symétrique”* par rapport a I’hyperplan H,,.

Pour obtenir ce résultat on compense” la fonctionnelle additive de type discontinu et
positive du premier membre de (5.3) par le processus

/0 ds /R N dy) f(Xm ), (5.4)

qui est identiquement nul d’apres la définition (5.2) de f. Comme les processus (5.3) et
(5.4) ont méme espérance, le résultat de la Proposition en découle.

Conséquence 5.2: L’amplitude d’un saut du processus dans la direction @ € Ry est,
d’apres (2.1), égale a

AX; =X, —Xs_ =0, X)) — Xy =— < a, X;_ > 0. (5.5

Evidemment d’apres la forme du noyau de Lévy et la discussion précédente, si k(o) = 0
pour un @ € R, alors il ne peut pas y avoir de saut dans la direction «.

Le résultat qui suit montre que dans un intervalle de temps donné, la somme des
amplitudes des sauts est finie:

Proposition 5.3: Pourtouts > Oetx € RY \ {0},

Z|AXS|<+OO P, p.s. (5.6)

§<t

“I’instant de saut s est bien entendu aléatoire et il en est de méme pour la direction « suivant laquelle
le processus saute.

SPour la théorie de la compensation des fonctionnelles additives voir voir P.A. Meyer [16], p.154
ou [23]. Précisons d’ailleurs pour les non spécialistes que la principale utilit€¢ du noyau de Lévy d’un
processus est justement de compenser des fonctionnelles dépendant des sauts.



244 Léonard Gallardo

Donnons une idée de 1a maniere dont on obtient ce résultat technique trés important:

On peut écrire
DUIAX =) ) fulXeo, Xy, (5.7)

s<t acR, S<t
avec
Fa, ) = V2| < o, x > [1(y=0y (1))

Mais la fonctionnelle positive discontinue Z fu(X_, X,) peut étre compensée © par
s<t
le processus:

! . GﬁXg ( )’)
[ as [ NGt an fuon ) = /ds/ > k) (Ko
BeR,

= «/_k(oz)f

osz_>|

Pour obtenir le résultat de la proposition, il suffit de montrer que le processus du membre
de droite de (5.7) a une espérance finie. Grace a la théorie de la compensation et a ce
qui précede, ceci résulte du lemme suivant:

Lemme 5.4: Pour tout @ € R tel que k() > 0, pour tout x € R? \ {O}etr > 0,0na:

! ds
E, / < 400. (5.8)
0 | <a, Xs— >|

La preuve de ce lemme est assez technique. Elle utilise 1’expression (3.5) du semi-
groupe, les propriétés analytiques du noyau de Dunkl et des méthodes taubériennes. On
trouvera tous les détails dans [13].

Applications de I’étude des sauts: 11 résulte de ce qui précede que le processus

! ds
o __ J— —_—
C/ = —k(a) (/0 o X >) .,

est le compensateur de la somme des sauts de X; dans la direction . Donc C; = Z C/
Ol€R+
est le compensateur de la somme totale des sauts Z A X du processus dans I’intervalle

s<t
de temps [0, ¢]. Par la théorie de la compensation, le processus

:ZAXS—Ct

s<t

SRelativement aux quantités qui apparaissent via la compensation, on continue a écrire X;_, bien que
X serait également correct puisque I’ensemble {s : X; #= X;_} est Lebesgue négligeable.
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est une martingale et comme le processus C; est continu, le processus

Xf =X, =) AX;+C

s<t

est une martingale continue. En fait X; = X7+ X [d est la décomposition de la martingale
X; en partie martingale continue X; et martingale purement discontinue X f. De plus
sous la probabilité P,, on a montré que

Xf:.x-i‘Bt,

ou B = (B;);>0 est un mouvement brownien de R?. L énoncé précis que nous avons
obtenu est le suivant (voir [13]):

Theorem 5.5: Pour tout x € RY \ {0}, sous Py, on peut écrire la décomposition de la
martingale (X;) en partie martingale continue et martingale purement discontinue sous

la forme suivante:
X, =x+B+ Y Vk@Ma, (5.9)

OCER+

ol (B;, t > 0) est un mouvement brownien d-dimensionel et (M%, t > 0)ycr . estune
famille de martingales normales au sens de P.A. Meyer [17]:

(M, M*) =1 (5.10)

et:
[M% MP,]=0 pour o#8, (5.11)

ou (., .) (resp. [.,.]) désigne le crochet oblique (resp. le crochet droit) des martingales.
De plus, (M}, t > 0) ades trajectoires a variation finie, et peut s’écrire comme la somme
compensée de ses sauts:

Cca X, > o JVk(a)ds
R L L n / _vKrds 5.12
I Ty o

Ce résultat nous a permis d’établir que le processus de Dunkl possede la propriété de
décomposition en chaos de Wiener que nous allons brievement présenter en renvoyant
toujours a I’article de Gallardo et Yor [13] pour les détails et aux livres [3], [4] et [24] pour
les prérequis et des exemples de processus satisfaisant la propriété de décomposition en
chaos de Wiener.

Considérons ’entier N = d + card(R4). Pour décrire le n-ieme chaos de Wiener
nous définissons une numérotation des racines @ € R4 delaforme agyq, ..., ay et pour
tout entier € € 1, N, on note Z¢ = (Z;);>0, la martingale réelle:
z¢ ={ Bf(:) st eeld (5.13)

M si eed+1,N
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Si Fo désigne la tribu terminale du processus de Dunkl X, le n-ieme chaos de Wiener
Cn(X) (n > 1) est alors défini comme le sous espace de 1’espace Lz(}"oo) du processus,
engendré par les intégrales stochastiques «mixtes»

o0 (uy)— (up—1)—
/O dZle/O dz;;.../o dZ oy, oo ttn), (5.14)

pour (€1,...,€,) € 1, N" et f, : A, — R une fonction mesurable telle que:

/ dul...dunfnz(ul, ey Up) < 00,
Al‘l

Ay ={uy,...,uy);0 <u, <up_1... <uy}.

Sin =0, Cop(X) est le sous espace des constantes. Avec ces notations, on peut énoncer
la propriété de décomposition en chaos de Wiener du processus de Dunkl sous la forme
suivante:

Theorem 5.6: L2(F,,) = %Ocn(X).
n—=

6. La propriété d’inversion du temps et le processus de
Dunkl avec drift

On dit qu’un processus de Markov {(X;,t > 0); (IPy),cgae} a valeurs dans R? possede
la propriété d’inversion du temps si pour tout x € RY le processus:

(tX1r,t > 0),

est un processus de Markov homogene sous la probabilité P,.. Par exemple le mouvement
brownien (B;) de R? possede la propriété d’inversion du temps car sous Py, le processus
(tBy/s,t > 0) est un mouvement brownien avec drift égal a x. Autrement dit c’est le
processus de Markov homogene de générateur infinitésimal

1
LOF(y) = SA W+ <X, VIG) > (6.1)

Pour le processus de Dunkl, on a montré le résultat suivant (voir [12]):

Theorem 6.1: Le processus de Dunkl X = (X;);>¢ possede la propriété d’inversion
du temps. De plus sous PPy, le processus de Markov (1 Xy,,,t > 0) a des densités de
transition

Dk(x, b)

(x) _ _l 20 Ik 7T
q; (a,b)_exp( 2|)c| t) Dk(x,a)pt(a’b)’ (6.2)
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ou Dy est le noyau de Dunkl (2.4) et p;(a, b) sont les densités de transition (3.5) du
processus de Dunkl. De plus son générateur infinitésimal est de la forme

|x|?
Li(Di(x, ) f) = =~ 1, (6.3)

1
£ox . £y -
f 2 Di(x,.)

(feC Z(Rd )). Plus explicitement, on peut aussi 1’écrire sous la forme

1 1
[,(k),x(f)(y) = ELk(f)(y) + m{< Vy(Dk(x, V), Vf(y) >
k
+ > - y’(z)>_2 (Dr(x, 00y) — Di(x, y))(u(0qy) — u(y))}.

aeRy

Nous avons appelé ce processus, le processus de Dunkl avec drift x. On peut noter
que si k(o) = 0, est le mouvement brownien avec drift x considéré en (6.1).

On a obtenu ce résultat en montrant que le mécanisme de transition du processus
(tX1/:,t > 0) sous P, est donné par I’espérance conditionnelle

Eyf(Xi)lsXyys=2z= fdy f(Y)CIs(?(Z, y) (6.4)

b b a

)@ ) — lp%(x, pL_1(7.%)
T pi(x, 4
n N

(6.5)

Un calcul utilisant I’expression des densités de transition du processus de Dunkl permet

de voir que qs(fct) (a, b) ne dépend que de t — s et on obtient I’expression (6.2). La forme
du générateur s’obtient alors de maniere classique.

Remark: La partie W-radiale (X IW ) du processus de Dunkl possede aussi la propriété
d’inversion du temps (voir [12]). L’expression du générateur infinitésimal est analogue
a celle de L®* donnée en (6.3) en remplagant Ly par L ZV et le noyau de Dunkl Dy par
son noyau W-radialisé D,YV donné en (4.3).

7. La décomposition du processus de Dunkl en skew product

Supposons d = 1 et considérons le processus de Dunkl X = (X;);>0 sur R (son généra-
teur infinitésimal est donn€ par (3.4)). On sait que sa valeur absolue | X| est un processus
de Bessel sur R de dimension 2k + 1. On peut reconstruire un processus de Dunkl
de parametre k > 1/2 a partir d’un processus de Bessel de dimension 2k 4+ 1 et d’un
processus de Poisson indépendant de la maniere suivante (voir [11]):

Theorem 7.1: SoitY = (Y;);>0 un processus de Bessel sur R de dimension2k+1 > 2
ne partant pas de 0 et soit N' = (N;);>0 un processus de Poisson d’intensité A = k et
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t
indépendantde Y. Considérons la fonctionnelle A; = / Y—S2 (t > 0). Alors le processus
0 fg

X; = Y (=), (7.1)
est un processus de Dunkl sur R de parametre k.

La généralisation de ce résultat 2 R? est un probleme difficile. Il a été résolu de
maniere particulierement astucieuse par O. Chybiryakov ([2]) de la maniere suivante:
Supposons donné un systeme de racines dans R et k une fonction de multiplicité telle
que k() > 1/2. Fixons un sous systeme positif R, supposons R = {aq, ..., a,} et
pour touti =1, ..., m, posons R’+ = {ay, ..., a;}. Soitalors X un processus de Dunkl
correspondant a R, et k, fixons une chambre de Weyl C et considérons la partie W-

radiale X" de X dans C. On suppose que X part d’un point x € E := RY \ | | RH"‘)
oe
c’est a dire qui n’est pas situé sur les hyperplans H,. On a alors

Theorem 7.2: 1) Pouri =1, ..., m, il existe des processus de Poisson N ! @’intensités
respectives k(a;) et des processus Y' définis par récurrence par:
Yzo = XtW
et )
i . N (yi-1
Yr{ Ou; Yf;-
ou .
i . i i ds
T, =1inf {s >0; A > t} avec A, = ST a—
o <Y a >
et ,
s ~ o ds
rt’_l = inf {s > 0; Ag_l > t} avec A;_] ::/ _
i—1 2
0o <Y, o >

de telle sorte que pour tout t > 0, rti < +o00 p.s., Ai < +o00 p.s., f,i_l < +o00 p.s.,
A7l < 400 p.s., et le processus Y™ est égal 2 X en loi, i.e. Y™ est un processus de
Dunkl correspondant a R et k.

2)Pourtouti =0, ...,m, Y est un processus de Markov de générateur
1 < Vulx), o > u(oy(x)) —u(x) 2
= _-A k() ———— k e C“(E)).
G' = SAu()+ ) kie) . + 2 k@ ooz WeCE®)
aERy a€eR!,

3)Sipouruni =1,...,m,ona oai(Ri_]) = R! alors Y' peut s’écrire

Y = g;‘ff(yf—l)

on M, =N'. avec N' un processus de Poisson d’intensité k(c¢;), indépendant
0 i—1 2
<Yg o>

de Yi—1,
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La décomposition résultant du théoreme dépend de la facon dont on a numéroté
les éléments de R;. Différentes numérotations conduisent a des décompositions en
skew-product différentes du processus de Dunkl. Notons €galement que les processus
Y' définis dans le théoréme sont tels que Y' € C; ou les ensembles C; sont définis par
récurrence de la maniere suivante: Cp = C, Ciy1 = C;Uoy, (C;) etfinalement C,, = RY.
Signalons pour terminer que O. Chybiryakov a également obtenu une décomposition en
skew-product du processus de Dunkl W-radial. On consultera([2]) pour les détails.
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